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KIÉN THỨC CẦN NHỚ 


Công thức khai triển nhị thúc NEWTON 

Cho 2 số dưcmg a,bvà số nguyên dương n thì ta có 

(a + bỴ =Ỹ J C k n a n ~ k b k =c° n a n + Cy- l b + ... + Cy 

k = 0 

(a-b) n = Ỳ J (-V) k C k a nk b k =c°y -Cy- l b + ... + (-ỈỴcy 

k=0 

Trong các công thức trên ta có 
+ Số các số hạng là n +1. 

+ Tống các số mũ của a và b trong mỗi số hạng bằng n . 

+ Số hạng thứ k +1 trong khai triển là T k+1 = c k a n ~ k b k . 

+ Các hệ số cách đều 2 số hạn đầu và cuối thì bằng nhau. 
Một số khai triến hay sử dụng 

(1+ xf =ỳ c‘x‘ <+c,y+... +c„v 

k= 0 


a-x) n =Ỳ(-1 ) k cy =c°-c> i +...+(-irc>" 

k=0 

Các hướng giải quyết bài toán dạng này 

❖ Nếu bài toán cho khai triển ( x a +x b Ỵ = Ờ n {x a Ỵ~ i (x b y = C' n x a(n ~ i)+bi 9 khi đó hệ số 

i=0 i =0 

của x m là C n sao cho a(n - ỉ) + bi = m. 

Nếu bài toán đề cập đến max;min của các số hạng C n thì xét 

> Tìm max T k thì giả sử T k là lớn nhất khi đó 


❖ 


T, > T, 

1 k — 1 k +1 


> Tìm min T k thì giả sử T k là nhỏ nhất khi đó 


T >T 

- J -k — 1 k -1 

T, <T, 

Ấ k — 1 k+ỉ 

T <T 

1 k — 1 k-l 


❖ Trong biểu thức có ^ i{i -1 )C n thì dùng đạo hàm. 

/=1 

❖ Trong biểu thức có ^ (ị + k)ờ n thì nhân 2 vế với x k rồi lấy đạo hàm. 

i= 1 

❖ Trong biểu thức có ^a k ờ n lấy X = a thích họp. 

i= 1 
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« 1 

♦♦♦ Trong biểu thức có V— -C‘ n thì lấy tích phân xác định trên đoạn [a,b] thích họp. 

/ I i 1 

CÁC BÀI TOÁN VÈ HỆ SÓ NHỊ THỨC 
BÀI TẶP MẪU 


Bài 1. Cho khai triển Q(x) = (1 + x) 9 + (l + x) 10 + ... + (l + x) 14 = a 0 + a 1 x + ... + a 14 x 14 . Tìm a 9 . 

Lời si ải: 

+ He số của X 9 trong khai triển <2(x) = (1 + x) 9 + (1 + x) 10 +... + (1 + x) 14 là Cg ; c 9 0 ; c 9 ; c 9 , ; c , 9 ; C\ A . 
Vậy a 9 = cị + c 9 0 +... + C 14 = 3003 . 

Bài 2. Tìm hệ số của X 16 trong khai triển (x 2 - 2x) 10 . 

Lời giải: 


+ Ta có (x 2 - 2x) 10 = 1] c* (x 2 ) l0 ~ k (-2x) A = Ỳ (-2)" Ợ 0 x 2 °- k 

k =0 k =0 

+ Chọn 20-k = ỉ6^k = 4. 

Vậy hế số của X 16 trong khai triển là: C 4 0 (-2) 4 

Bài 3. Tìm hệ số của X 1008 trong khai triển của nhị thức (x 2 +-y) 2009 . 

X 

Lòi giải: 

+ Số hạng thứ k + 1 trong khai triển là 

ry — ( Y 2 \ 2009 ^ k Í—Ý — r k r 4018 - 5lt 

— t "2009V- í: ) V ị) ~^2Ũ09 X 

X 

+ Chọn 4018-5k = 1008 => k = 602 . 

Vậy hệ số của X 1008 trong khai triển là c^ 9 . 


Bài 4. Tìm hệ sô của X trong khai triên thành đa thức của 1 + X (1 - x) 


Lòi siải: 


+ Ta có [1 + X 2 (1 -x)] 8 = Ỳ Cs [x 2 (1 -x)]* =ỵc k s x 2k X(-Iyc'x' 

Ấ:=0 k =0 L i=0 


Vậy hệ số của X 8 trong khai triển là (-1 ýCgCÍ thỏa mãn 


Vậy hệ số của x 8 là: (-1)°C 8 4 C 4 ° +(-l) 2 C s 3 C 2 = 238 . 


0 < i < k < 8 




i = 0 

i = 2 

2k + i = 8 <=> < 

V < 



k = 4 

k = 3 

i,k eN 
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Bài 5. Xác định hệ số của X 3 trong khai triển thành đa thức của P(x) = (1 + 2x + 3x 2 ) 10 . 
Lòi giải: 


10 

+ Ta có P(x) = (1 + 2x + 3x 2 ) 10 = [l + x(2 + 3x)] 10 = £ c k ữ x k (2 + 3x) k 

k= 0 


= C" + C 1 1 ũ x(2 + 3x) + C 1 2 ũ x 2 (2 + 3x) 2 + C 1 3 0 x 3 (2 + 3x) 3 + ... + C 1 1 0 °x 10 (2 + 3x) 10 
Suy ra hệ số của X 3 chỉ xuất hiện trong Cj 2 0 x 2 (2 + 3xỷ + Cị 3 0 x 3 (2 + 3x) 3 
Vậy hệ số của X 3 trong khai triển của P(x) là: 12 Cj 2 0 +8C 3 0 = 1500 . 


Bài 6. Tìm hệ số X 16 trong khai triển thành đa thức của 1 - X 2 (1 - X 2 ) 


-|16 


Lời sicíi: 

+ Ta có 


l-x 2 (l-x 2 )] 16 =f j cĩ 6 (-x 2 ạ-x 2 )) k =f j (-l) k x 2k cĩ 6 (l-x 2 y 

k =0 k =0 

= f j (-i) k x 2k cĩ 6 \ỵcU-x 2 ý] = ỵ((-i) k+i cỊ; 6 c i k x 2(k+i) ) 

k= 0 _ i =0 _ Ấ:=0 


Vậy hệ số của X 16 là (-1 ) k+i c k 6 ớ k thỏa mãn 


0< i < k < 16 

7 = 0 

i = 1 

7 = 2 

7 = 3 

2 (k + i) = 16 <^> < 

V < 

k = 8 

V < 

k=l 

V < 

£ = 6 

V < 

£=5 

i,k e R 

V. 





Vậy hệ số của X 16 trong khai triển là 

C^C 8 ° + ơ i6 C) + Qịc 2 + CjgC 5 3 + c; 6 c: = 258570 


Bài 7. Cho biết tổng tất cả các hệ số của khai triển nhị thức (x 2 +l)"bằng 1024. Hãy tìm hệ số 
a(a e N*) của số hạng ax 12 trong khai triển đó. 

Lòi giải: 

+ Ta có (x 2 +1)" = ^ c k x 2k = C n ° + c\x 2 + C 2 X 4 +... + C"x 2n , thay X = 1 vào ta được 

k=0 

r = c„°+ c\ + C; +...+c; = 1024 => n = 10 
Vậy hệ số của số hạng ax n là : a = Cj 6 0 = 210. 


Bài 8. Tìm hệ số của số hạng chứa X 26 trong khai triển nhị thức NEWTON của nhị thức 

( 1 Ỵ 

+ X 7 , biết rằng cị n+ỉ + c 2 n+1 + c 3 „ +1 +.... + c n 2n+l = 2 20 -1 ( n nguyên dương, c k là tổ họp 
v-v ) 

chập k của n phần tử). 

Lời giải: 
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+ Theo giả thiết ta suy ra C 2 °„ +1 + cị n+ì + c 2 2n+l + c 3 „ +1 +.... + c n 2n+l = 2 20 
Mặt khác c 2n+1 = c 2 ;;, 1 Ắ ' (0 < k < 2/7 + 1) . Từ đó 
2 (C~ , + cỉ , + c? ., + c, 3 cr , ì = 

^ ^2w+l ^ ^2n+l ^ ^2«+l ^ ^2/1+1 7 

✓"•»0 . ^■'»1 . /~*2 1 . . y^«W+l . ỵ~in+ 2 1 ỵ~in + 3 1 . V"r2w+1 _ /"N 2h+1 

^ 2 / 2+1 + '-' 2 / 1+1 “*■ ^ 2 h +1 +•••• + ^ 2 / 1+1 ^ 2 «+l “*■ '-' 2 / 1+1 ^ 2 / 7+1 ^ 2 / 1+1 “ z 

=> 2 20 = c 2 ° n+1 +cLi+cLi+ c 2 3 „ +1 +....+c; n+1 = 2 2n =>/7=10 
+ số hạng thứ k+1 của khai triển là 

T r^ k ( r -4 \10-A: / 7 fik 11Ả:—40 
'-qo V A / V A ) '^ 10 * ,V 

Chọn 1 lk - 40 = 26 => k = 6 
Vậy hệ số của X 26 là c* = 210 . 


Bài 9. Với n là số nguyên dương, gọi a ìn _3 là hệ số của số hạng chứa X 3 " -3 trong khai triển thành 
đa thức của (x 2 +1)" (x + 2)". Tìm n để a ìn _3 = 26/7. 

Lời si ải: 


+ Ta có (x 2 +1)"(x + 2)" =ị Jc*x 2 *Ỵ Xó' 2 ""] = Ẻ X c » c » 2 ' M * 2t+Ì 

\k =0 Ai=0 / fc=0 2=0 


Chọn 2k + i = 3/7 - 3 , thỏa mãn 


i = n-l 
k = n -1 


V < 


0 < i, k < n 
2k + ỉ = 3/7 - 3 <í> < 
ỉ,k e N 

Vậy hệ số của số hạng chứa X 3 " 3 là a 3 „_3 = 2c;; 'c;; 1 +2 3 c;;c;; 

o„2 , 4//(/7-l)(/7-2) __ e 

= 2/7 H---—-= 26/7 <=> n = 5 


i = n - 3 
k = n 


3 

Vậy /7 = 5 là giá trị cần tìm. 


Bài 10. Xác định hệ số a n của x" trong khai triển thành đa thức của Í1 + X + 2x 2 +... + nx ") , Tìm 
n biết rằng a n = 6/7 
Lời si ải: 


Ta có 

(l + x + 2x 2 +... + /7X" j =(l + x + 2x 2 +... + /7x")(l + x + 2x 2 +... + /7X"), do đó hệ số ữ n của x" 
trong khai triển là 

a n = 1. n + l(/7-l) + 2(77-2) + ... + /7.1 = 2/7 + /7(1 + 2 + ... + n) -(l 2 +2 2 + ... + T7 2 ) 

. 77(77 + 1) 77(77 + 1)(2/7 +1) /7 3 +11/7 

= 2/7 + // —-—-=--- 

2 6 6 
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Vậy a n =6 


n +11 n 


n 6 
Vậy n = 5 là giá trị cần tìm. 


= 6n n = 5 . 


Bài 11. Cho khai triến 
P(x) = 


( n 

( 1 ì 

( 1 'l 


( 1 ì 

x + — 

X + —T 

X + —T 


x + — 

V 2) 

l 2 2 J 

l 2 3 J 


l 2" J 


= a 0 +a 1 x + a 2 x 2 +... + a n x n .Xấc định hệ số của 


x n l ;x n 2 


Lòi sitíi: 


-1 -1 -1 


Nhận thây phương trình P(x) - 0. có n nghiệm phân biệt Xị(i= l,n)lầ ——, do đó 
theo định lí Vi - ét ta có: 


È x i=-—’ t 


a 


X; = 

/=1 a r 


X i X j = 


n—2 




a 


. Dễ thấy a n = 1. 


^ v _ 1 ,1 ,1 1 _ 1 

Vạy ữ , —~/ ê Xị — —■ + —r + —r +... + —— — — 
“ 2 2 2 2 3 2 " 2 


2" 

V 2; 


= 1 - 


a n-2 = 


n 

- ẳ 


i,j=u*j 


1 

XịXị = — 
j 2 



( n \ 

2 

n 

_ 1 

~2 


Í1--L1 

2 / 


ỉ x i ị 

-ẳ+ 


— 


\ Í=1 J 

i=l 



V 


11 1 

“7 + ~T +... +“77 

2 2 2 4 2 2w 


7 


Bài 12. Cho khai triển (l- 2jc)" = a 0 + + à,* 2 +... + a n x n , tính tống sau 


s — ịciị + 2 #2 +3 




+ ... + /2 


ứ. 


Lời giải: 

Xét khai triển 

(l + 2x)" = Ẳ> 0 +Z? 1 x + ỉ» 2 JC 2 + ... + b n x" (*), Dễ thấy ta có 

|a 0 | = b ữ ',\a.ị =b t \a 2 =b 2 ;...;\a n \ = b n . Vậytổng Sbằngtổngsau 

s = bị + lb 2 + 3b, +... + nb n , lấy đạo hàm theo X Ở2vế của (*) ta được 

2n(l + 2xỴ 1 = b ì + 2b 2 x + 3b 2 x 2 + ... + nb n x n ~ l (l), thay vào 2 vế của (1) X = ì ta được 

s = b, + 2b 2 + 3b 3 +... + nb n = 2n.3 n ~ 1 . 


Bài 13. Cho khai triển nhị thức 
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( x-ỉ -x\ 

+ 2 t 


= c„° 

n 


í x-\\ n 
X 2 

V J 




í x-\\ 
X 2 

V J 


n -1 


2 3 

V y 


+...+C 


/ 2-1 


X 2 

V y 


2 3 

V y 


/ 2-1 


/ -*Y 


+c: 


( n là số 




/VI \ »ỹ\w # ^ o lvẤi \ r - ^ ^ 

nguyên dương). Biêt răng trong khai triên đó C n = 5C„ và sô hạng thứ tư băng 20/7. Tính n,x. 


Lời siải: 

+ Theo giả thiết c\ = sc\ <=> r ^— ——— = 577 <=> 77 = 7(n e N*). 

6 

Số hạng thứ tư trong kh ai triển là 


7’ = C: 

1 3 ^7 


( 

4 

1 

X 2 

. 

2 3 

V ) 


V ) 


= 35.2 2a_2 .2~ a = 20/7 = 140 X = 4 


Bài 14. Tìm X biết rằng trong khai triển của nhị thức: 

V 

5 bằng 135, còn tổng 3 hệ số của 3 số hạng cuối bằng 22. 


1 Y' 


——X 

\x , o 2 


2 X + 2 - 


có tổng 2 số hạng thứ 3 và thứ 


Lời siải: 

+ Số hạng thứ (k + 1) trong khai triển là 


í . \n-k 

( 1 A 

- X 

2 

2 2 

\ / 

V ) 


Từ đó suy ra 
Tổng 2 


r 

A 

sô 


hạng 


thứ 


3 


/ \/2-2 
2 ' 

( 1 > 
- X 

2 2 

L 

+c: 

/ \ w-4 

2 ' 

( 1 ^ 

- X 

2 2 

\ / 

V ) 


\ / 

V ) 


và 


= 135(1) 


thứ 


V 

băng 


135 


Tổng 3 hệ số của 3 số hạng cuối bằng 22 

c;;- 2 + cr + c; = 22 ( 2 ) 

77(77- 1 ) 


Từ (2) 


77 + l = 22<=>77 = 6, thay vào (1) ta được 


cì 2 4 a . 2 1 ~ 2a + ct 2 2 a . 2 2 ~ 4a = 135 <=> 2 2a+1 + 2 2 ~ 2a ' =9;t = 2 2x 


2t + - = 9 «> 


t = 4 
1 <=> 
- 2 


X = 1 

1 
2 


Vậy X e Ịl; j là giá trị cần tìm. 

Bài 15. Tìm hệ số của số hạng chứa X 4 trong khai triển 
P(x) = (1 + x) 4 + (1 + x) 5 + (1 + x) 6 +... + (1 + xf 


Lời eitíi: 
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Ta có P(x) = (1 + x) 4 (l + (1 + x) + (1 + x) 2 +... + (1 + x) 11 ) 

= (1 + *) 4 1 ~ ( ) 1 + | *{ Ĩ = - (1 + v > 16 - - (1 + v ) 4 

Vậy hệ số của X 5 trong khai triển là cf 6 = 4368. 

Bài 16. Tìm hệ số của số hạng chứa X trong khai triển của tổng sau 
S(x) = (l + x) + 2(l + x) 2 +... + (n- 1)(1 + x) n 1 +n( 1 + x) n 

Lời giải: 


Tacó S(x) = (l + x)F(x);F(x) = 1 + 2(1 + x) + 3(1 + x) 2 +... + «(1 + x)" 1 
Để ý F(x) là đạo hàm của tổng 


*2 , /1 , \3 , „.„Ạ-ạ + X) n 1 1 


ơ(x) = 1 + X + (1 + xf + (1 + xỴ +... + (1 ■+ xỴ = (1 + x) ■ 


1 - (1 + x) X X 



Lòi siải: 

+ Số hạng thứ k + l trong khai triển là 


r,., =c,‘W‘ 


1 


\yjxj 


l-l k 

= C 7 V 12 


Chọn ị--Ị-k=0ok = 4. 
3 12 


Vậy số hạng không chứa X trong khai triển là: T 5 = ct = 35. 


Bài 18. Trong khai triển 


-28 Y 


XV X + X 15 


r 

(x ^ 0). Hãy tìm sô hạng không phụ thuộc vào X , biêt 


rằng c;+c;-'+c; 2 =79. 


Lời giải: 


+Từ giả thiết ta có 

c; + c; -1 + c,r 2 = 79 «. l + n + /7(/7 ~ 1) = 79 «. n = Ỉ2(n e N*) 
Vậy số hạng thứ (k +1) trong khai triển là 


T k+Ĩ = C l n {xìTx) 


12 -k 


í -28 

JC 15 

V y 


= 


,.48, 

, 16—73 Ả: 

* - 15 


48 


Chọn 16 - k = 0 <=> k = 5. Vậy số hạng không phụ thuộc X là T 6 = cf, = 792 . 
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Bài 19. Tìm số nguyên dương n nhỏ nhất sao cho trong khai triển (1 + x) n có 2 hệ số hên tiếp có 

. 7 Ẩ 7 

tỷ sô là — . 

5 _ 

Lòi giải: 

Ta có (1 + x) n = ^ c k n x k => Hệ số của 2 số hạng hên tiếp là c k và c k+ì . 

k =0 

Theo giả thiết ta có: 

—= t^ = 3* + 2 + ^(0<*<«). Do cả 2 số 

c k+l 5 n-k 5 7 

* & + 1 & + 1 
/i,ỉgN =>— —eZ^n min <=>——<=>& = 6^ n = 21. 

Vậy giá trị nhỏ nhất của n là 21. 

Bài 20. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức ^ (k - nxỹ c k x k (l - xỴ k 

k=0 


BÀI TOÁN VỚI SÓ HẠNG LỚN NHẤT, NHỎ NHẤT 
BÀI TẶP MẪU 

_•_ 


Bài 1. Cho khai triến nhị thức 

0,2 v° 

3 3 


2 10 XT V A -| -ị r 1 Ẩ 

= a 0 + a x x + a,x +... + a 10 x . Hãy tìm sô hạng a k lớn nhât. 




Lời sicíi: 

+ Ta có 


Í12l 

-- + --X 

3 3 


10 


10 , (\ 

ỉ 

Ấ :=0 V * 3 


, 10—Ấ: 


( 2 \ 

— X 

u ) 


rsk 10 

3 k =0 


*r* 

10 A 


-s /7 = - £7 

k O io Mo 


Giả sử a k = max(a 0 ;^ 1 ;...a 10 ), từ đó ta có 

yk n>k ^ ^k+ỉ^k+ỉ 


+ < 


% ^ fl* + i 

a k > a k-i 




y-x/í r\K ^ s~iK + ỉ r\ 

c 10 z — c 10 z 


19 ^ 7 22 

<=> — <k < — 

c* 2 k > ct:' 2 k ~' 3 3 


k =1 


'10 


Vậy số hạng lớn nhất là a 7 = 


c, 7 „. 


7 -10 ^10 


Bài 2. Khai triển đa thức 
P(x) = (l + 2x) 12 = a 0 + dịX +... + a n x n . Tìm max.(a 0 ;a l ;...;a l2 ). 


Lời eitíi: 


+ Ta có (1 + 2x) 12 = ỷj C n (2jc)* = Ỷ, C n 2 k x k 

k =0 k =0 

Giả sử a k = max(a 0 \a ỉ ',...;a ị2 ). Từ đó ta có 


a k =c k n 2 k 
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+ < 


a k - a M 

a k > a k , 


<=> { 


r\k > ọA:+l ^-rk-ri r) S-S nị c 

.... 77 

2‘c* >2“c*- 1 3 3 


»*+l ^Ả:+l 


Vậy số hạng lớn nhất là a 8 = Cj 8 2 2 18 . 

Bài 3. Giả sử P(x) = (1 + 2x)” =a 0 + a x x + a 2 x 2 +... + a n x n thỏa nãn hệ thức 

. a, . a 2 . a n Arxn/r 

«n +-+TT + - + TT = 4096. 

0 2 2 2 2 " 

Tìm hệ số lớn nhất trong các hệ số { a 0 ; dị ; a 2 ;...; a n }. 


Lời siải: 

2 , 1 

Ta CÓ (1 + 2xỴ =a 0 + a x x + a 2 x +... + a n x n , thay vào 2 vê với X = — ta được 


2” = ư 0 +^ + ậ- + ... + -^ = 4096 = 2 12 <=>/1 = 12. 
0 2 2 2 2 " 


12 12 

Vậy (1 + 2x) 12 = £ c* (2 jc)* = c* 2 k x k => a k = c\ 2 2 

k=0 Ả:=0 

Giả sử «, là hệ số lớn nhất, khi đó ta có 


a k ^ a k + 1 


<=> 1 


s^ik /-Nk+1 y^A 
z C 12 — z '-'12 


I*+1 ^Jfc+1 


r\k s~ik /”Nk —1 y^A 

z C 12 ^ z C 12 


)Ấ:-1 /~<k—\ 


ok = 8 


a, > a k _ x 

Vậy hệ số lớn nhất là a 8 = 2 8 c 8 2 = 126720 


Bài 4. Xét khai triến (x + 2)" =a ữ +a l x + a-,x° +... + a n x". Tìmnđể maxlữoỊapữ,;...;^} = a 10 


Lòi siải: 

Ta có (x + 2)" = Ỳ c k „ 2 n ~ k x k => a k = c k 2"- k 

k =0 

max{a 0 ',a x ;a 2 \...;a ll } = a 10 , khi 


và 


chỉ 


khi 


/'-»10^/7—10 /'•'ill^H—11 

< Go > «11 1 c, 2 > C n 2 

« 10 >«9 | c ,; 0 2”- 10 > c 9 2 n ~ 9 

Vậy n e Ị 30; 31} là giá trị cần tìm. 


<=>29<n<32=>ne |30;3l} 


Bài 5. Cho tập họp A gồm n phần tử (n > 4). Biết rằng, số tập con gồm 4 phần tử của A bằng 20 
số tập con gồm 2 phần tử của A. Tìm k e {0;l;2;...;n} sao cho số tập con gồm k phần tử của A là 
lớn nhất. 


Lòi siải: 

Sô tập con gồm 4 phần tử của A là tổ họp chập 4 phần tử của n: C A n 
Số tập con gồm 2 phần tử của A là tổ họp chập 2 phần tử của n: c 2 . 
Theo đề bài ta có 
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c 4 = 20 c 2 <=> ? Xrc-l)(ft-2)(n-3) = 20 »(^-l) 
" " 24 2 


<=>n 2 —5n — 234 = 0 <=> n = 18 

Số tập con gồm k phần tử của A là a k = cf g , giả sử a Ả . là lớn nhất khi đó 


a k ^ a M 

a k > a k _ x 


<=> < 


r > 

'“'18 — '“'18 


£+1 


r > 

'“T 8 — '“'18 


£-1 


ok = 


V .X. ÌO ÌO 

Vậy k = 9 là giá trị cần tìm. 


9 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


Bài 1. Gọi ữj, a 2 ,..., a x l là các hệ số trong khai triển sau 
(x + l) 10 (x + 2) = a 0 x + a l x + a,x 2 + ... + a n x u . Hãy tìm a 5 . 

Bài 2. Tìm hệ số của số hạng chứa X 5 trong khai triển x(l-2x) 5 +x 2 (l + 3x) 10 . 

Bài 3. Tìm hệ số của số hạng chứa X 9 trong khai triển của (x 3 -3x 2 +2)". Biết rằng 

a: 24' 

A+.-C,: 23' 

Bài 4. Tìm hệ số của số hạng chứa X 3 trong khai triển 

P(x) = (1 + 2x) 3 + (1 + 2x) 4 + (1 + 2x) 5 +... + (1 + 2x) 22 . 

Bài 5. Tìm hệ số của X 8 trong khai triển (x 2 - 2 )", biết rằng A 3 + c\ = 8C 2 + 49. 

Bài 6. Tìm hệ số của X 6 trong khai triển (x 2 - x-1)" thành đa thức, biết: 
c\ +C: + ... + C" , = 2 20 -1. 

Bài 7. Xác định hệ số của X 11 trong khai triển thành đa thức của (x 2 +2)"(3 jc 3 +1)”, biết: 
c Tn - 3C£ _1 + .... + (- 1) Ả ' 3" c\ n ; k +... + 3 2n c° 2n =1024. 


Bài 8. Khai triển P(x ) = 


V 


xr 


2x 


3 ìĩ I _ 3/7 — 5 I 3/2 — 10 I • Á, V '•Ị 1 A Á 4 - k 

= a 0 x +fl l x +a 2 x +.... Biêt răng 3 hệ sô đâu 


lập thành cấp số cộng. Tính số hạng chứa X 4 . 

Bài 9. Tìm hệ số của số hạng chứa X 10 trong khai triển nhị thức Newton của (2 + x ) n , biết : 
3"C„° -3 n ~ x c\ + 3"~ 2 C 2 -3"~ 3 C 3 + ... + (-l)"C" = 2048. 


__ v 1 rxiv iaẤ7 Ấi 8 11 **Ầ 9 

Bài 10. Tìm hệ sô của sô hạng X trong khai triên nhị thức Newton của 


( 1 rrT 

—- + V X 5 , biết rằng 
k* 7 


Cl-C; + 3=7(n + 3) 
( n là số nguyên dương, X > 0). 

Bài 11. Cho khai triến của đa thức 


P(x) = (x + l) + 2(x + l) 2 +3(x + l) 3 +... + 20(x + l) 20 =a 0 +OjX+a,x 2 +... + a 20 x 20 
Hãy tính hệ số a 15 . 
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Bài 12. Trong khai triển đa thức sau 

(2x + l)" (x + 2)" = a 2n x 2 " + a 2nị x 2 " 1 +... + a 1 x + a ũ . 

Tìm n, biết rằng a 0n _J = 160. 

Bài 13. Tìm số nguyên dương n, biết 
c\ 2C: 3 c 


2 2 


Ỉ,3C[_ . / 1 

! 2 3 ' 2" 32' 


Bài 14. Cho 


I —7 1 V « , / ,—-X 1 Y , 

V2"- 1 + - 7 = = ỵ c k n v2 x_1 - 7 = , biết n thỏa mãn c' + c 3 = 2C 2 và số 

V v2' J ft=0 ' ' U2 Z J 

hạng thứ tư trong kh ai triến trên bằng 2010« . Xác định n và X . 

( 1 V 2 

Bài 15. Tìm hệ số của X 8 trong khai triển sau 1 - X 4 - — 

V x) 

Bài 16. Đặt (l-x + x 2 - X 3 ) = a 0 +a l x + a 2 x 2 + ... + a Ị2 x 12 . Tính hệ số của a 7 . 

Bài 17. Khai triển và rút gọn biểu thức 

l-x + 2(l-x) 2 +3(l-x) 3 + ... + n(l-x)" = a 0 +a l x + a,x 2 +... + a n x n . Tính hệ số của a g , biết 

1 X „ 1 7 1 

răng n là sô nguyên dương thỏa mãn — + — = — . 


c 2 c.t 

0 I Vgn I n 
2n 


c 2 ; 4096 

—- —— . Tìm n. 


Bài 18. Cho số nguyên dương n > 4 và s = c, n 

3 5 2« + l 13 

Bài 19. Giả sử n là số nguyên dương và (l + x)" = a 0 + a 1 x +... +a n x n . Biết rằng tồn tại số nguyên 


k(l< k < n-ì) sao cho = ^ = ^ 
v ’ 2 9 24 


^k-\ dk+ì -TIN_ 

- . Tìm n. 


2 

100 


Bài 20. Biết rằng (2 + x) 100 = a 0 + ciịX + ... + a 100 x 100 . Chứng minh rằng a 2 < a, . Với giá trị nào của 
k thì a k < a k+l (o <k< 99). 

r 1 \ 3 ” 

là 64. Tìm hạng tử không 


Bài 21. Cho biết tổng tất cả các hệ số của khai triển 2nx + -— 7 

L 2«x 2 

chứa X . 

Bài 22. Chứng minh rằng với mọi X ta luôn có x" = ——Ỵ— (2012_v — 1 y . 

2012 k=0 

Bài 23. Sau khi khai triển (l + X 2 - X 3 ) và (l - X 2 + X 3 ) thì hệ số của X 20 của đa thức nào lớn 

hơn. 


Tiog^+d ^ 


là 84. 


Bài 24. Tìm giá trị của X biết hạng tử thứ sáu của khai triển kl ^ 9A 1+7 + 2 
Bài 25. Chứng minh rằng trong khai triển (s-2)x 2 +«x-s](x + l)"hệ số của x 8 là c s n 2 . 
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Bài 26. Cho khai triển (l - X 2 ) = a 0 + a l (l + jc) + a 2 (l + x) 1 + a 2n (l + xỴ". Tính hệ số a 3 . 

Bài 27. Cho khai triển (l + .r + .r 2 ) =a 0 + a Ị x + a n x 2 +... + a 2n x 2n . Tìm hệ số của ,r 4 biết rằng 

ữị + $2 ^3 + ••• + &2n = 2 1 86 . 


Bài 28. Cho khai triển (l + 2x) 10 (V + X + 1) 
Bài 29. Cho khai triển ịì + 2x + 3x 2 ) = a 0 + 


2 14 ^ ^ ^ 

= a ũ +a l x + a 2 x +... + a lA x . Hãy tính hệ sô a 6 . 


20 


= a 0 + ũịX + a 2 x +... + a 20 x 


1. Xác định hệ số a 4 . 

2. Tính tống a 0 +2a 2 +l6a 4 +... + 2 20 a 20 

Bài 30. Cho ỵ = a 0 x + a ì x ĩ +a 2 x 5 +... + a n x 2n+l +...thỏa mãn xy = 1,Vx e (-l;l) . Tính 

tông a 0 +a l +a 1 +... + a n 

Bài 31. Cho khai triển P(x) = (\-xỴ +x(l + xỴ 1 = a 0 +a l x + a 1 x 2 +... + a n x n . Xác định hệ số a 3 
biết rằng a 0 + a ị +a 1 +... + a n =512 

ĐẲNG THỨC TỐ HỢP 
Dựa vào các công thức cơ bản: 



Ta cũng có c k n + c k+ì = c; và 


k +1 ìỉ + ỉ 



BÀI TẬP MẪU 


Bài 1. Cho n, k nguyên dương , k < n . Chứng minh răng 
n+\ ị Ị | 1 1 



Lời si ải: 
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Biến đổi 


r 

A 

vê 


trái 


của 


9 

đăng 


thức 


cần chứng 


minh 


VT = 


n + ỉ 


n + 2 


k\{n + \-k)\ , (Ả:+ 1) !(//-£)! 


(/7 + 1)! 


(n + 1)! 


H + l k \(n — k)\, J J , _ 

<=> —-———(//+!-£ + £+1) = 


<=> 


n + 2 (n +1)! 

« +1 k l(n - k )! 
n + 2 (n +1)! 


(n + 2) = 


k\(n-k)\ 


n\ 


n\ 


c 


k\(n-k)\ 


.□ 


V • tvẤ /VI V1w *1W 

Bài 2. Cho n là sô nguyên dương và chăn chứng minh răng 

1 , 1,1 2"- 1 .., 

-h —-—-b ... H-—-(*) 

l!(n-l)! 3!(n-3)! (n-l)!l! nì 


Lời eitíi: 

Đẳng thức đã cho tương đương với 

,.. n ! n ! 

(') ■a > -1-h...H— 

l!(n -1)! 3!(n -3)! (n-l)!l! 

<+ c\ +cị + ... + C = 2 1 (đúng). Ta có đpcm. 


n ! 


= 2 


n-l 



Lừ/ gịảịi 

Biến đổi vế trái của đẳng thức cần chứng minh, ta có 
VT= 1 . 1 . .1 0! , 1! , , (n — 2)! 


4 4 


1 1 


+...+ 


J__0! 1! 
Ă _ 2! + 3! + "' 
1 


n ! 


1.2 2.3 
1 n — 1 


(n-ỉ)n 
= VP => (đpcm). 


(, n 


( 1 

n 



r 1 n 

1 -- 

+ 

— 

— 

+ . 

.+ 

— 

l 2j 


u 

3j 



—1 n ) 



Lừ/ giảũ 

+ Điều kiện ỵ < X - 1 (*) . 
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c y t 

Ta có: -^ ±L 


c 


y+l 

X 


«• 5C X + 1 = 6 c 


y +1 ^ 5.(x + l)! = 6-XỈ 

y'.(x + l-y) (y + l)!(x-y-l)! 


5(y + l)(x +1) = 6(x - y)(x -y + 1)(1) 

Tương tự ta cũng có: 2C t y+1 = 5Cf _1 <=> 2(x - y)(x - y + 1) = 5ỵ(y + 1)(2) 

Từ (1) và (2) ta suy ra: 15y(y+ 1) = 5(y+ l)(x + l) <=> x = 3y-l(3), thay (3) vào (2) ta được: 
8y 2 -4y = 5y 2 + 5y <=> y = 3=>x = 8. 

Vậy (x;y) = (8;3)là giá trị cần tìm. 


BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


Bài 1. Cho ne N\ V3 < m e N* ta có 


1 


m — 1 


C k+ \ m - 2 

'~'m+k rn Z - 


1 


1 


ỵ~ik +1 

V ^m+k -1 


c. 


k+2 
m+k J 


Bài 2. Cho n là số nguyên dương, chứng minh rằng 

, 'cl . c 3 c: n(n + ỉ) 

C 1 +2^r + 3^ + ... + n^±r= v ' ’ 

n ỵ~i\ »2 s~in — 1 r\ 

^n z 

Bài 3. Chứng minh rằng với n nguyên dương, ta có 

c„° c\ C” 1 

n _|_ n _|_ _|_ n _ 

>^»1 »2 y^-t/ỉ+l 

'-'/1+2 '-'n+3 ^2tt+2 z 


'-”'/1+2 

Bài 4. Chứng minh rằng 

1 1 


■ + ...■ 


1 


1005 


c* ci“ 9 2009 

^2009 ^2009 '-'2009 


c’ 


V ^2008 


c 


2 

2008 


+ ... 


Bài 5. Chứng minh rằng với mọi số nguyên n > 2 ta luôn có 

c„ 2 2C„ 3 ' 3C (h-1)C; _ 

■" + (»-!)’ = 


l; Ị Ị 

(n-l) 2 (n — l) 3 (ft —l) 


■ + . 


1 ì 

^ ^.2008 
^2008 y 


Bài 6. Chứng minh rằng 2.1.C 2 2 000 + 3.2.C 2 3 000 +... + 2000. 1999 .C 2000 ỉ3998000 
Bài 7. Chứng minh rằng với số nguyên chẵn n thì 2" chia hết cho 
cĩ + 3C? + ... + 3*C?* +... + 3 n C 2 " 

Bài 8. Giải phuơng trình — = -ị- . 

A 0 /^1 AU /^1 

^4 ^5 '-'6 

Bài 9. Tìm số nguyên dương X thỏa mãn 
c\ + 6C 2 + 6C 3 = 9x 2 -14 . 

Bài 10. Giải bất phương trình 

ịv-v^ơ+io, 

2 X 

Bài 11. Tìm số nguyên dương n thỏa mãn 
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C n ~ A > 2— A 3 . 

^n +1 ị 5 n+ỉ 

Bài 12. Chứng minh với mọi k,n eZ + thỏa mãn 3 <k<n, ta đều có 
c k n + 3C*" 1 + 3C*~ 2 + c*- 3 = C* 

n n n n n+5 

Bài 13. Tìm số tự nhiên k thỏa mãn đẳng thức Cj 4 + Cj 4 +2 = 2cf 4 +1 
Bài 14. Giải phương trình 

5 t A;+72 = 6(A; + 2P t ) 

Bài 15. Giải hệ phương trình 

2A x y +5C x y = 90 

5A^ - 2C y = 80 

Bài 16. Xác định số nguyên dương n thỏa mãn 
s(cl + cl +C ĩ ! +... + cf) = Al l 


NHỊ THỨC NEWTON DÙNG TRONG ĐẲNG THỨC TỎ HỢP 


♦♦♦ Khi gặp tổng là tổng các tích giữa 2 công thức tổ họp, thường nhân 2 khai triển với nhau 
sau đó so sánh hệ số của biến cùng bậc với nhau. 

❖ Khi gặp tổng có riêng C,“;C,?;C n 8 ;... hoặc tổng có riêng C‘;C„;C^;... hoặc các tổng 

C B ° -c\ +c,: ; c\-cl + cl -...thì dùng số phức. 


a k+1 -Ịj k+Ì 

♦♦♦ Khi số hạng của tổng có dạng —-— 2 — c k n ( hay cứ có mẫu thức hơn kém nhau k đon 

Ả • 1 


vị) thì dùng tích phân. 


Các kêt quả quen thuôc: 


i/c:+c;,+c;+...+c;; = 2' ! 

2ic ữ n +cl + c:+... = cl+cl+cl+... = 2 n - 1 

Chửng minh: 


Đặt A = c„° + c] + C„ 4 +...; B = c\ + c 3 + c„ 5 +... 

Ta cần chứng minh: A + B = 2 n ; A = B = T 1 

Ta có (1 + *)" = c„° + c> + c> 2 +... + C B V, thay vào X = 1 => r = A + 5(1) 

Ta có (l-x)" =C„°-C> + C„V-C„V+... + (-l)”C>", thay vào JC = 1 =>0 = A-B(2). 
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Từ (1) và (2) => A = 5 = 2" _1 => n 

BÀI TẬP MẢU 

Bài 1. Chứng minh rằng với mọi số nguyên dương m,n, 0 < p < min {m;n}. Ta luôn có 

CÍ+C^Cl + Cf 2 C; +... + C„r ? C +... + C°C p = c p 

m m n m n m n m n m+n 

Lòi giải: 


Ta có: 

(1+*)" = c: + c' m x+cy +...+c,>'+... +O" 

(1+A)" = c° +c>+ cy +...+ c;x r +...+cy 
=> (1+*)“=M(*)+(c,:;c:+cyc;+c,r 2 c,;+..,+crc:+...+c:,c:)V(*) 

Trong đó M (x) là một đa thức không chứa x p , so sánh hệ số của x p 2 vế của (*) ta được 

_ p y-tO . /~1 p —1 xrl I ỵ~ip—2s~i2 

Đặc biệt với m = n = p , ta có 

(c,°) 2 +(c;) 2 +(c, 2 ) 2 +...+(c;) 2 =cỉ. 


C p = c p ơ + crc,: + crc; + ... + cr 9 c5+...+c,c; => .□ 

m+n m n m n m n m n m n 


Bài 2. Cho 


0 <k,n 


k,n e z 

c° n c k n + c[c k+l +...+ CT K C1 = 


. Chứng minh rằng 
(2 n)\ 


'in—ks-in 
'n n 


(n + k)\(n-k)\ 


Lời sicíi: 


Viết lại đẳng thức cần chứng minh 

c ũ c n ~ k + C l C"~ k ^ +... + c;- k c: = - - y—y— ——, điều này gợi ý đến vế trái là hệ số của x n ~ k . 

(n + k)\(n-k)\ 

Ta xét 

(l + xỴ (1 + x)" = (1 + x) ln , sau đó so sánh hệ số của x n ~ k ở 2 vế ta có đpcm. 

Áp dụng kết quả bài 1. Ta có ngay điều phải chứng minh. 


Bài 3. Cho 


0 <k,n 


. Chứng minh răng 


c° + c!.. +c, 2 .„ +...+cf =c n , 

'~'k T T W+2 T ... T '~'k+n ^n+ẢT+l 


Lòi siủi: 


Viết lại đẳng thức cần chứng minh 

c k k + C kM + C k k+2 +... + c k k+n = CL , điều này gợi ý đến vế trái là tổng các hệ số chứa x k . 
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Xét đa thức 


P(x) = (1 + x) + (1 + xỴ +l + (1 + xỴ +I + ... + (! + *) 

, . t l-(l + x)" +1 (l + x) n+k+1 -(l + x) k ị , , kỉ _ n , 

= (1 + x) — —= -----—, so sánh hệ sô của sô hạng chứa X ở 2 vê ta suy ra 

l-(l + x) X 

đpcm. _ 

Bài 4. Với số nguyên dương n . Tính tổng sau 


5 = 


í C ữ\ 


V 1 y 


+ 


í c \\ 


y2 , 


2 í r^2 \ 2 


+ 


CJ 

v3y 


+ ...+ 


í C ụ \ 2 


n + \ 


c 


k +1 


Lời siải: 

n í ~\“ 

s có dạng s = ^ , biến đổi 

k=0 V k + ly 

Ta có: $- = —£- - = .^ - = % 

k + ỉ (k + \)k\(n-k)\ (n + ỉ)(k+ ỉ)\(n-k)\ /2 + 1 

n í /~ik +1 A 2 1 

Vịjs = i 5 = 7 + ĩ ( (c ~>> 2 +< c . 2 .,) 2 +< 0 2 +'"+( 0 2 ) 

t-n 


£+1 

/l+l 


n í s~ik +1 A 2 

Vậy s = 2 ^7 = 

Ả-=o V n +1 J 

=_ỉ_-ícr+a - lì. 

(n + l) 2 ^ 2(íI+1) r 

ọ \ 

Tầ V p rp / 1 . A A 


(n + iy 


Bài 5. Tính tổng gồm 2n số hạng 

s=ịci-ị cl +...+(-ự ị c*; 1 +...+(- 1 ) 2,1+1 -i- c 

2 2 3 2 y ’ k 2n y ’ 2n + \ 


2/1 
2n ■ 


Lòi giảL 

Với & = 2,3,...,2/1 + 1 ta có 


I r *-> 1 

k 


(2n)ì 


1 (2/2 + 1)! _ 1 


c 


2 " Jk'(Jk-l)!.(2n-Jk + l)! 2n + l'ik!.(2n + l-Jk)! 2n + l^ 2n+1 


Do đ ó: 


2/1+1/_lV 2/1+1 

*=2 K k=2 


1 


k 

( 2 / 1+1 


H)‘ 

2/2 + 1 


c* = 

'—2/7+1 


1 2 / 1+ 1 

Ề(-I)‘c 

V ik=2 


2/2 + 1 


2/2 + 1 


* 

2 / 1+1 


/ 2/1+1 \ 1 , « 

Z(-l) CL,-CL,+CL, =TT7T (!-!) -l + 2« + l) = 

V Jfe=0 / 2/2 +1 v ’ 


2/2 


2/2 + 1 


Bài 6. Với số nguyên dương n. Tính tổng sau 

5=(c;) ĩ +2(c,;) ĩ + ...+/ 1 (c;) 2 _ 

Lời si ải: 

Xét 
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f(x) = ( 1 +xỴ = c° n + c\x+cy +...+cy 

=> / \x) = n (1 + x) n ~ l = c\ + 2 C;x + 3 cy +... + nCy- 1 

=> ự '(x) = /uc(l + x)"" 1 = c> + 2 cy + 3 cy +... + ncy ( 1 ) 

(1 + xỴ=cy+cy- 1 +cy- 2 +...+ c; ( 2 ) 

Nhân theo vế của (1) với (2), sau đó so sánh hệ số của x n ở 2 vế ta đươc 

s =(c ;) 2 +2 (c,;) 2 +...+«(c;) 2 =<,=. 

Theo hai hướns của bài 6 và bài 4, ta có các bài toán sau(l,2,3,4,5): 

BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 

Bài 1. Với số nguyên duơng n. Tính tổng sau 

Mc,°) 2 -(cl) 3 +(cự-...+(-ir(c;) ! 

Bài 2. Với số nguyên duơng n. Tính tổng sau 

s=(c;) 2 +4(c;) 2 +...+ n 2 (c:) 2 

Bài 3. Tính tổng sau: 5 = (c“) 2 +2(c‘) 2 +6(c,;) 2 +... + (n +«)(c;;) 2 . 
Bài 4. Với số nguyên duơng n. Tính tổng sau 

, (c, 0 ) 2 . (cl) 2 (c„ 2 ) 2 (c;) 2 

1 2 3 n +1 

Bài 5. Với số nguyên duơng n. Tính tổng sau 


o 

(c 1 ) 

(c 2 ) 

\ n ỉ 

. V n ) 

V n / 

+ - — + 


1.2 2.3 3.4 (« + l)(n + 2) 

Bài 6. Tính tổng gồm 2n số hạng 

s =ịcl-ịcl+...+(-i) k ịc k 2 ; 1 +...+{-\) 2n+ỉ -~^-c 2 2 :. 

2 2 3 2 v ’ k 2n v ’ 2n + l 2 " 

Bài 7. Chứng minh rằng: 1 + (c l n ) 2 + (c 2 ) 2 +... + (c ) 2 +1 2 = C”„ 


CÁC BÀI TOÁN DÙNG ĐẠO HÀM VÀ TÍCH PHÂN 

Ta thuờng xét hai khai triển : 

f(x)= ( 1 +xỴ = cy c\x + c 2 y +...+ cy 
g(x)=(i-x)" =c° n -c l n x+cy -...+(-1)" cy 

(ỉ). Neu trong biêu thức tính tông chỉ xuất hiện các số từ n,n — \,n — 2,...trở xuống thì ta đạo hàm 
trực tiếp hai vế của (*) một hoặc nhiều lần. 
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(ii) . Nếu ngược lại có xuất hiện từ các số từ n +1, n + 2, ... trở lên thì ta phải nhân thêm vào hai vế 
của (*) một lượng với x,x 2 sau đó mới đạo hàm hai vế. 

(iii) . Sau các bước trên thì ta thay giá trị của X thích hợp vào hai vế, ta có kết quả. 

BÀI TẬP MẢU 

Bài 1. Cho số nguyên dương n. Tính tổng sau 

1 / s = c\ + 2C; + 3 cị + ... + ne; 

2/s=c° n + 2c\ + 3c 2 + 4 Cl + ... + (n +1 )c; 

Lời siải: 


1/ Xét f (x) = (l + x)" = c ồ n + c\x + C 2 X 2 +... + C"x", đạo hàm 2 vế ta được 

=> fXx) = n(ỉ + xỴ~ ì =C 1 n +2C 2 x + 3C ĩ n x 2 +... + nC n n x n -\*) 

Thay X = 1 vào 2 vế của (*) ta được 
s = c l n + 2 C; + 3C„ 3 +... + nC” = 2 "-'. 

2/ Xét f(x) = (l + x)" = c ũ n + c\x + C 2 X 2 +... + c n n x n , nhân vào 2 vế với X ^ 0 

=> x/(x) = xC ũ n + xC\ + xC( +... + x""c", đạo hàm 2 vế theo X ta được 

nx(ỉ + xr 1 + (1 + xỴ = c° n + 2 CỊx + 3 c> 2 + AC]x +... + (n +1)0" (**) 

Thay X = 1 vào 2 vế của (**) ta được 

s = 2"+n.2 n ~ l . _ 

Bài 2. Tính tổng 5 = 3c„° + 4C,', + 5C 2 +... + (n + 3)c; 

Lòi ưũh: 

Viết lại tổng 5 , ta được 

s =3(c„°+c; + c 2 +... + 0 + (c; +2C; +... + nC) = 3S, +s 2 
+s, = c„"+c; + C;+...+c; = 2" 

+S 2 = c; + 2C 2 +... + nc; = n.2"” 1 
Vậy 5 = 3.2" + /7.2" 1 = 2”' 1 (n + 6). 

Bài 3. Tìm số nguyên dương n sao cho 

CL - 2.2C 2 „ +1 + 3.2 2 o - 4.2 3 o +... + (2n +1).2 2 " cọ = 2005 
Lòi eiải: 


Trong tổng vế trái có xuất hiện kcị n+l nên ta sẽ dùng đạo hàm 
ỵx, (1 _ r ) 2n+l - r° -r 1 Y+r 2 V 2 _r 3 r 3 + r 4 r 4 - 4-r 2 " r 

'-'2n+l '-'2«+l A ^ '-"2n+l A '-"2 h+ 1 A ^'-"2n+l A ^'-'2n+l A 

Đạo hàm 2 vế theo X ta được 


2/1 


/^ 2 / 1+1 2 / 1+1 
Ci * 
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-(2n+l)(l-xf =-CỊ„+2CỈ,^-3Cl, t x 2 +4CỈ,„X 1 -,..+2nCỈ:, l x ! ^ ~(2n+l)CỈ::!x 2 -Ợ) 
thay vào x = 2 vào 2 vế của (*), ta được 

-án +1) = -(cj„, - 2.2cC +3.2 ! cL, -4.2 5 C 2 4 „, +...+ (2« + 1 ). 2 ! " c£,‘) = -2005 

<=> ư = 1002 

Vậy n e 110021 là giá trị cần tìm. 


Bài 4. Tính tổng, với (l<neN*) 

1/5, =ịc;,+ịc;+...+-^-c;; 

1 2 ” 3 " n +1 " 

2/ 5 2 =ịc‘-ịc 2 +... + (-l)"^— C" 

3/5 3 =ịc'+4c 3 +ịc 5 +... 

3 2 " 4 " 6 ” 


Lòĩ gịảù 


1/ Xét (l + x)" = c° + C^X + C 2 X 2 + ...+ C"x", lấy tích phân 2 vế trên đoạn [0;1] ta được 
1 1 

J(l+ x)" dx = j(c„° + c> + C 2 X 2 +... + C"x ") dx 
0 0 


1 


n +1 

2" +1 -1 


(i+*r 


^ ^ ^ /—'0 , ^ /—tl 2 . ^ /—<2 3 , , 1 in n +1 

-C..X + — C.X + —C;x +...-)-c.x 


0 


Ị ti 2 n 3 n 


n +1 " J 


= cvịc'+ịc 2 +...+—c; = 5, +1 =>s, = — ” - (*) 

n + ỉ 2 " 3 /1 + 1 /1 + 1 

2/Xét (l-x)" = c” -c' n x + c 2 n x 2 -... + (~\) n c n n x n ,lấy tích phân 2 vế trên đoạn [0;l]tađược 

I(l- x)" dx = ị (c° - c\x + C 2 X 2 -... + (-1)” C"x") ú?x 
0 0 


1 


-(n + ỉ) 


(i-*r 


1 

fl r o 
- Cx - 

1 

1 

Ò 

'>r 

to 

+ -c> 3 -. 

, (-1)” 

\ 

/-in 72+1 

c„x 

0 = 

lĩ 

2 

3 " 

n + ỉ 



=>5 2 = 


71 




n + 1 

3/ Lấy (*)+(**) ta được 
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253=^+52 => s 3 = 


T 


1 


n +1 n +1 


Bài 5. Với số nguyên dương n. Chứng minh rằng 

Ị c; _Ic>i c ^.. + ^c:=i44 + ... + i 

12 3 n 2 3 n 


Lời giải: 


Ta có 


Si. * l-ấG‘(-l)G* 

2(1 -*) = ly' - = — -=ýc; (-D‘-‘ X 1 (Vx * 0) 

Jt=0 * * *=0 

Lấy tích phân 2 vế trên đoạn [0;l], ta được 

j£(l-*) dx = ịỵc l n (-ỉ) k -'x k 'đx 
0 *=0 0 *=1 

(- 1 +.. 


g-(l-x) 


k= 0 


yt + l 0 


gc 

k=\ 


0 


clpcm 



Lời giải: 


Tacó (l + x) = cị n + Cị n x + CỊ n x 2 + ... + C 2 "x 2n , lấy tích phân 2 vế trên đoạn [0;l]tađược 

j(l + x f" dx = I (c° 2n + c\ n X + c\ n x +... + C 2 > 2 " )í/x 

0 0 

íi + ,r 


2/1 +1 


0 


1 -,1 ..2 1 


Cọ X— Cj X z + —-C« + ...H- 

2 ” 2 2n 3 2 2/1 + 1 

>2n+l 


2/7 „ 2/7+1 


r - n x 

^2/7 A 


1 , 1 1 „ 9 zn+1 _ 1 

=>s, =c 2 °„ +4 -c* 2„+ịc 2 + ... + -+-C 2 " =—-4(*) 

1 2 « 2 2 » 3 2 » 2n + l 2 " 2n + l 

Một cách tương tự xét (l- xỴ" = c ữ ln -c\ n x + cị n x 2 -cị n x 3 + ... + C 2 ”x 2 ”, ta được 


s,=c°,-ịcl + \cị--ci +...+ 

2 3 4 2/ỉ +1 


1 1 


2/7 + 1 


Trừ theo vế của (*) cho (**), ta suy ra 


2 


iọ,,4 c + c ỉ" + ''+ c " 

2 4 6 2ft 


^ 2 2n+1 - 2 
J 


2n + l 


-c, +ịc 2 3 +ịc 2 „+... + ^ ^ 2 „ 

2 2w ,4 2/1 2/7 2tz 

4 6 2/7 


2 2 "-l 

c 2 r' = —--, ta có đpcm. 


2n + l 
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Lời giải: 


Xét (x + 1)" = c° n + xC\ + X 2 C 2 +... + x"C' t , lấy tích phân 2 vế trên đoạn [0; 2] ta được 

I (x + ỉỴdx = Ị (c„° + xC\ + X 2 C 2 +... + x n c n n )dx 
0 0 


c 


2-1 


c . 1 


2 3 -l„, 2" -1 „„ 3" +1 -1 


c.:+... 


n +1 


c = 


11 + 1 


Bài 8. Cho 71 nguyên dương, tính tổng 

0 1 2 y"t/7 

5 =-^ + -^ + -^ + ...+ " 


77 + 3 


LừẼ gịỏỹ 

Dưới mẫu tăng 2 đơn vị, nên ta nhân thêm vào 2 vế của (x +1) 2 với X 2 
Xét (X +1)" = c„° + xC\ +X 2 C 2 +... + x"C" , nhân vào 2 vế với X 2 (x + 0) ta được 
x 2 (x + lỴ =x 2 C° n +x ĩ C 1 n +x 5 C 2 +... + x n+2 C: =(x + l) n+2 -2(x + l) n+ĩ +(x + lỴ 
Lấy tích phân 2 vế trên đoạn [0;l] ta được 

ị(x 2 C® + x 3 cl + X 5 C 2 +... + x' I+2 C^Ịd'x = j*Ị(x +1)" +2 -2(x + l)" +1 + (X +l)"jú?x 
0 0 

1 
0 


^ 3/~t0 . 1 4/-fl . ^ 6/~f2 , , 1 n+3/~ĩ!i 

-X C n + — X C n + -X C n +... +--V c, 

3 4 5 77 + 3 


77+3 


(tc + 1) 


77+3 


/1 + 2 


(x+r 


/ 1+1 


(v+r 1 


^ s - 1 c„° I 1 c‘ 1 1 c 2 1 -1 1 c: - 2 n+ W+H+2)-2 

3 " 4 ” 5 " 77 + 3 " (77 + 1)(77 + 2)(77 + 3) 



Lời giải: 

Xét khai triển (l - X 2 )" = c° n - c\x 2 + C 2 X 4 -... + (-1)" c> 2 " 
Suy ra, x(l - X 2 ) = c°x - c' r x 3 + C 2 X 5 -... + (-1)" c n n x 2n+ì (*) 
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Lấy tích phân hai vế của (*) trên đoạn [0; 1], ta được: 

j"x(l-x 2 Ị áí = |Ịc”x-C ( Ịjc 3 + C 2 X 5 -... + (-l)"C"x 2 " +1 )<ix 
0 0 


=> ịc„° --C' +-C 2 --c 2 +... 

2 " 4 " 6 ” 8 " 


(- 1 )" 


- J—C n =——-—- 

2(ft + l) ” 2(ft + l) 


.□ 


BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Bài 1. Với số nguyên dương n , tính tổng sau: 

s = c„° + 2 c\ + 6C 2 +... + (« 2 - n + 2 ") c;. 

Bài 2. Cho n là số tự nhiên, « > 2 . Chứng minh rằng 

n 2 C° n + (n - ỉ) 2 c\ + (n - 2) 2 c 2 +... + 2 2 C; - 2 +1 2 c; -1 = n ( n +1) 2"~ 2 

MỘT SỐ BÀI TOÁN DÙNG SÓ PHỨC 

(ỉ). Đặc diêm nhận dạng đê ta ứng dụng sô phức vào là biêu thức cân tính hay chúng minh có 
các hạng tử chănị hoặc lẻ) có dấu đối xứng nhau: 
chẳng han : s = c° - c 2 + C A n -... 

Thông thường làm bài toán loại này qua các bước: 

(ii) . Ta hay sử dụng khai triển: (a + biỴ =a"c ° +à' 'bc' n i-a" ddc] -... + b"i"C’, thay vào giá 
trị của avầ b họp lý. 

(iii) . Nếu cần dùng đến đạo hàm hay tích phân thì do biến phức không giống như biến thực do đó 
ta phải xét hàm của biến X sau đó đến kết quả cuối mới thay X bởi số phức i vào biếu thức cuốỉ( 
Xem bài tập mâu số 2). 

(iv) . Khi làm được các bước trên ta so sánh hệ số thực, hệ số ảo hai vế hoặc so sánh modun hai 
vế ta có kết quả bài toán. 

Lưu ý: i 2 — -1 => ỉ' 4 " =1. 

BÀI TẬP MẢU 


Bài 1. Với số nguyên dương n. Tính tổng sau 

à ~ ^4 n — ^4 n + ^4 n — + ^4 n • 

Lời siải: 


(1 I • \4^t _ /^*() , /'■'»1 • . /^*2 ‘2 . • 3 . /~iA *4 . . /~\An «4/7 

Xét (1 + /) - c^+c^i + cịp +C 3 J +c; n i +... + C An ỉ 
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= (C 4 °„ - ci+cị, -...+c 4 4 ;;)+ (Cị n - ci + ci -... - c 4 4 r‘ )i 

= (ạ+iý) 2n =(2i) 2n = (-4Ỵ 

So sánh phần thực và phần ảo 2 vế ta được 

s = c° 4n - c\ n + c\ n - ...+c 4 4 ; = (-4)". 

Ta cũng cỏ: cj, - cj, + C 4 5 „ -... - cr = 0 _ 

Bài 2. Với số nguyên dương n. Tính tổng sau 

5=lC‘„-3C 8 3 n +...-(8ư-l)C 8 8 ;- 1 _ 

Lòi giải: 

Xét khai triển của: f(x) = (1 + xý" = C 8 °„ + cị n X + cị X 2 + cị, X 3 +... + c 8 ;-' X 8 " 1 + c 8 ; X 8 " 
Đạo hàm 2 vế theo X ta được: 

8n(l + x) 8 "- 1 = cị n + 2C 8 2 „x + 3C 8 3 „x 2 +... + (8 n- l)C 8 8 ;-'x 8 ' ! - 2 + SnCx 8 "- 1 (*) 

Thay X = i vào 2 vế của (*) ta được: 

8n(l + i) 8 "" 1 = + 2C 2 „/ + 3C 8 3 „/ 2 +... + (8/1 -1)^;- 1 / 8 '- 2 + SnC 8 ;/ 8 - 1 

= (1CL - 3 cl +... - (8n - 1)C : ‘)+(2C S ! „ - <„ +..,+) í 
Mặt khác ta lại có 

8n(l + iý n ~' = — - - = 4n. 16” (1 - i) ■ Vậy ta có 
1 + i 

4n.l6"(l-Ị)=«-3C, 3 „+...-(8 n -l)C, s :-')+(2CÌ-< 1 +... + 8«C)í(l) 

So sánh phần thực và phần ảo ở 2 vế của (1) ta được: 
s=icị n -3Cl + ...-(8n - 1)C 8 8 ” -1 = An. 16 . 

Ta cũng có: 2C 2 , -4C 4 , +... + 8nC 8 ; = -4/;.16". 


Bài 3. \ 

r ới số nguyên dương 7 

(c.°-c. 2 +c . 4 --) 2 + 

7. Chứng minh 
ÍC 1 -C 3 + C 5 -...Ì 

^ w n ) 

2 

= T 


Lời siải: 


Xét số phức z=(i+ỉ)" = c° n + iơ n + i 2 c 2 +...+f c;; 
= (c„° - c 2 +c 4 -...)+ ịcl - c 3 + c „ 5 -...) i 

\ n n n ) \ n n n y 


Mặt khác ta lại có z = (/ +1) /? 


/ 

V 



n ... n 
cos — +1 sin — 

4 4 


Ỵ 

y 



f nn ... nn\ 
cos—+ isin — 

1 4 4 J 


I 2 , X 

So sánh z ở 2 vê, ta được 


z 2 = 

ịc ũ -C 2 +c 4 -...) 

\ n n n ) 

2 + 

ÍC 1 -C 3 + C 5 -...Ì 

\ n n n y 

*■( 

(Vĩ) 

1 

2 

= 2”, ta có đpcm 

Bài 4. Với số nguyên dương 77. Chứng minh 
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Lời siủi: 

Ta có 2” = C n °+C;+C„ 2 +... + C;(l). 
Xét 


£ = cos 


2/r , . . 2 K 
+1 sin - 




=>£ = 


2 n . . 2 n 
cos— + isin 


sỏ 

Y 


phức 

= !<»(£ - ĩ)(e 2 +£ +1) = 0=>£ 2 +£ +lTa có: 


3 3 

(\ + sỴ =c:+sc'„ +E 2 Cl+...+E"C: =c° +eC : +E 2 cl+c] +sc: +e 2 c; +...(2) 

(l + s 2 )" = C ; +Ê T! +e'c 2 , +...+« 2 "C r ; = c; +£ 2 c; +SCI+CI +s 2 cl + ...(3) 
Cộng theo vế của (1),(2),(3) ta được 

2"+(i+ £ )"+(i+ e 2 )"=3(c>c,;+c:+...)+(i+ e + e 2 )(c:+c;+c, 

= 3 (c„“+c>c„ 6 +...) 

Mặt khác ta lại có 

l + £ = cos^- + isin^-;l + £ 2 = cos^--isin^-, từ đó ta có 


3 3 3 3 

3(c„° + cị + ơ n + ...) = V + 2cos^ => c° + c\ + ơ n + ... = \ 

\ n n n J ^ n n n ^ 

BÀI TẬP ĐÈ NGHỊ 

Bài 1. Cho n nguyên dương. Chứng minh rằng 


í 


2" + 2 cos 


nn 


o 


c„ -3 cl +9CI-21CI +... + (-3 ycl: = 2 cos 
Bài 2. Tính tổng 

r< 1 0/^3 o 2 . o3 ỵ~il ol004 ^2009 

^ — ^2010 -^2010 — ^ '‘"'2010 ' ^ '■'■'2010 *** ^ ^2010 

,(-l) c 


2nn 


, r 3 cl 

Bài 3. Tính tổng s = cị 2 " ' ln 


n ~ l r^ 2 n-\ 
2 n 


' 2 n 


yn —1 


3 9 3' 

Bài 4. Tính tổng sau: c\ n - c\ n + C 4 5 „ - - Q 4 ;-'. 

Bài 5. Tính tổng sau: 5 = CỊ n - 2C 8 4 „ +... + 4nC g 8 ;. 

Bài 6. Với n,k là các số nguyên dương và a k = (~\) lA ' 3 k cll~' . Chứng minh 


3 n 

X a * =0 

k =1 


Bài 7. Tính tổng sau c' 0ll -3C4 i I +5C20H -...-2001C20H 
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NHỊ THỨC NEWTON VÀ ỨNG DỤNG 


BẤT ĐẲNG THỨC TỔ HỢP 
BÀI TẬP MẢU 


Bài 1. Cho 2 < 77 e z. Chứng minh rằng 

c.°c.!...c: < 


A 2 ”- 1 V ’ 


n-1 


Lời giải: 


Ta có (x +1)” = c„° + c> +... + c;.x" 

+X = 1 => 2 " = c°+c,!+...+c; =>c>...+c; = 2 "-i 

Áp dụng BĐT Cauchy cho n số dương ta được 

2 ’ -1 = c; + C; +...+c; > ^c;c'...c; 

=>c°C-C =c'„-c; <- < — c 


n —1 


Bài 2. Chứng minh rằng với 
77 > 2, 77 e N thì ta có 

t(C; + 2C, 2 +...+nC;)<n! 

77 

LừẼ giảù 

Ta có (x +1)" = c° + C ( ' ; x + C 2 X 2 +... + C"x n , đạo hàm 2 vế theo X ta được 
c\ + 2 C 2 X +... + ìĩC"x”~ l = n(l + x )"” 1 
+x = 1 => c, 1 , + 2 c 2 + ... + 77 C; = 77 . 2 ” 1 

=.ì(c: + 2C;+... + nC;) = 2- ] 

Vậy chứng minh với 77 > 2,77 e N thì 2" _1 < 77!. Thật vậy 
77 ! = 1.2.3.4...77 > 2^2 = 2"-' => .□ 

(n—1 )jô 


Bài 3. Cho 0 < £ < 77 e z . Chứng minh rằng 

C" ,ca .. < í c” ì 2 

'~'2n-k'~'2n+k — V ^2n j 

LừẼ g/ảf: 
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NHỊ THỨC NEWTON VÀ ỨNG DỤNG 


Đặt a k = c; n _ k c; n+k , ta chứng minh dãy {a k } là dãy giảm. 

Thật vậy ta chứng minh a k+l < a k , vo < k < n e 7L. 

(2n + k +1)! (2n-k-\)\ ( 2 n + k)\ (2n-k)\ 

Ắ+1 k n\(n + k + \)\n\(n-k—\)\ n\(n + k)\n\(n-k)\ 

2n + k +1 2n - k , n ,, n 

-—-—— < ——- 1 +- - —- < 1 + ——— (đúng). 

n+k+l n—k n+k+l n-k 

Vậy dãy {a k } là dãy giảm, suy ra a k < a ữ = (c 2 "„ Ỵ ,\/0<k <n eZ=> n 


Bài 4. Cho số nguyên k,0<k < 2000. Chứng minh 

/~*k 1 s~ik +1 ^''»1000 . 1001 

^2001 + ^2001 — '“"2001 + *“"2001 

Lời giải: 

Ta có c k + c k+1 = c k n l\ , vậy bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 

CoU cuo < £ < 2000 (*) 

Nhưng do c k n = C" , vo <k<n . Nên ta chỉ cần chứng minh bất đẳng thức (*) với 0 < k < 1000. 
Đặt a k = cịỵ n , ta chỉ cần chứng minh dãy {a k Ịtăng, thật vậy 

^ ^ _ i+1 _ 2002 ! ^ 2002 ! 

a kA < a k <» C 2002 ^ C 2002 7 —— 77 - ^ —— - 7777 — — 7 —; 

00 0 k 1(2002-k)\ (k+ 1)1(2001-k)l 

<^> —— 7 — 7 < ^ -»2 k< 2001 (đúng với mọi 0 <k< 1000 ). 

2002 - k k + 1 

Vạy ữ k < ơ 1000 — C 200 2 => (đpcm). 

BÀI TẶP ĐÈ NGHỊ 


Bài 1. Chứng minh rằng với mọi số thực X ^ 0, và số nguyên lẻ n (n > 3) ta có 

í, ,^ 2 . /Ỵ, „,v 2 . 

l 2! " ! Ẳ 2! nỉ) 

y r , . ^ Yl + 1 

Bài 2. Chứng minh răng với mọi n e N ta có n\< ——— . 

V 2 J 

Bài 3. Cho n là số nguyên dương có định và k e { 0 , 1 , 2 ,...,«} . Chứng minh rằng nếu c k n đạt giá 

.,, ' . v n -1 , _ n + 1 

trị lớn nhât tại k fl thì —— < k {) < ———. 

2 '2* 


Bài 4. Chứng minh 


rằng X, 

k =1 A 


r(zỉ)‘ 

+ k 


a: k < 0 . 


2 2 « 


Bài 5. Chứng minh rằng với mồi n nguyên dương 
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(c,°) 4 +( c ',) 4 +(c,í) 4 +...+(c;;)' 



72+1 


Bài 6. Cho 77 e N*. V3 < 777 e N* ta có 


1 

ỵ~ik +1 
^m+k 


m — \ 1 

m - 2 C k+ \ 


Từ đó chứng minh rằng 



s~ik+1 
'~'m+k ) 


1111 1 
-TT + ——-r<——- 

c c , C 3 .„ c 777 -2 

'-'m '-'m+1 '~'m+2 '~'m+n z - 


Bài 7. Với mọi số nguyên dương 77, chứng minh rằng 

l!.2!+2!.3!+... + 77!.(77 + l)f 

. ===== v y > l 2 4n\. 

n^ŨfpffZỊnfy 

Bài 8. Chứng minh rằng với mồi số nguyên không âm k , ta có 


£ (7 - 201 l*)+ì,+ (l<^y. 
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